IL.- CONDUCCION DE CALOR UNIDIRECCIONAL
EN REGIMEN ESTACIONARIO

IL1.- INTRODUCCION

La conducciéon es una forma de transferencia térmica segin la cual, el calor vigja desde una region
de temperatura elevada a otra de menor temperatura, pudiendo aparecer en los sélidos, en los liqui-
dos y en los gases. Para el caso de los liquidos y gases, la conduccién se encuentra normalmente en
combinacién con la conveccion; la conduccién pura tiene lugar, fundamentalmente, en los sélidos opa-
COS.

En lo que sigue consideraremos que el medio conductor es un sélido, pero los principios que se des-
arrollan pueden aplicarse asimismo a aquellos liquidos y gases en los que el movimiento convectivo se
encuentre limitado por el mecanismo que sea.

El estudio de la conduccion térmica se puede realizar siguiendo tres directrices principales:

a) En la primera interviene la conduccion en régimen estacionario, en el que la temperatura resulta ser funcion
de una determinada direccion

b) En la segunda la temperatura es funcion de dos o tres direcciones

¢) La tercera se corresponde con la conduccion en régimen transitorio

La ecuaciéon de la conduccion es una expresion matematica, consecuencia del Principio de Conser-
vacion de la Energia en una sustancia sélida; se obtiene mediante un balance energético en un ele-
mento de volumen del material en el que se realiza la transferencia de calor por conduccién. Las
transferencias de calor debidas a la conduccién estdan relacionadas con la distribucién de temperatu-
ras mediante la ley de Fourier.

El balance de energia tiene en cuenta el hecho de que pueda generarse energia en el interior del
material; ejemplos tipicos de generacién interna de energia en un sélido lo constituyen las reacciones
quimicas que generan calor o el calor generado como consecuencia del paso de una corriente eléctrica
a través de una resistencia (efecto Joule), etc.

La forma general de la ecuacién de conduccion debe tener en cuenta el almacenamiento de energia en
el material. Como la energia interna de un sistema, U = U(T,t), aumenta con la temperatura del mis-
mo, una sustancia sélida experimentara un incremento neto de la energia en ella almacenada cuando
aumente su temperatura T a lo largo del tiempo ¢, y viceversa. Si la temperatura es independiente del

tiempo, el sistema esta en régimen estacionario; si la temperatura es funcién del tiempo, se dice que el

I.-19



sistema estd en régimen transitorio y, el incremento de su energia interna, viene asociado directa-
mente al almacenamiento de energia.

Se puede clasificar la conduccién también por el nitmero de dimensiones de las coordenadas de que
dependa la temperatura; si ésta es funcién de una sola coordenada, el problema es monodimensional,
y si es funcién de dos o tres, entonces se dice que es un problema bi o tridimensional, respectivamente;
si la temperatura es funcién del tiempo y de la direccién x en coordenadas rectangulares, o sea, T =

T(x,t), se dice que el problema es monodimensional y transitorio.

IL.2.- ECUACION FUNDAMENTAL DE LA TRANSMISION DE CALOR POR CONDUCCION

La conduccion es la forma de transferencia de calor en la que se realiza un intercambio de ener-
gia desde la region de mayor temperatura a la de menor temperatura, por el movimiento cinético de
sus particulas, o por el impacto directo de sus moléculas, como es el caso de los fluidos en reposo, o por
el arrastre de electrones como es el caso de los metales.

La ley basica de la conduccién del calor, a partir de observaciones experimentales, proviene de
Biot, pero en general se conoce con el nombre de ecuacion de Fourier, ya que fue él quien la aplicé a su
teoria analitica del calor. Esta ley establece que la tasa de transferencia de calor por conduccién en
una direccion dada, es proporcional al drea normal a la direccién del flujo de calor, y al gradiente de
temperatura en esa direccion.

Para el flujo térmico en la direccién x la ley de Fourier viene dada por:

Q=-kall 6 q=2 I
2 fix A fx

Ay
Az

en la que Qy es el calor que atraviesa la superficie A

- en la direccién positiva de las x, y qx es el flujo de

ax calor por unidad de superficie transversal, también

| en la direccién positiva de las x. La constante % es la

conductividad térmica del material.

Consideraremos en lo que sigue que el flujo es unidi-
reccional seguin x; la ecuacién de Fourier dice que se
Fig I1.1.- Paralelepipedo elemental de fluido puede calcular el flujo de calor en la direccién x si se
conoce el gradiente de temperaturas en esa direccién; la distribucién de la temperatura en un medio
se puede calcular a partir de la solucién de la ecuacion diferencial de la conduccion del calor, cuando
se somete a unas condiciones apropiadas de frontera.
Para su determinaciéon consideraremos un elemento de volumen infinitesimal, de dimensiones Dx,

Dy, Dz, pudiéndose establecer el siguiente balance energético:

(Energia que atraviesa por conduccion el elemento) + (Energia generada en el elemento) =

= (Variacion de la energia interna del elemento)

La energia Qx que entra por conduccién al elemento de volumen infinitesimal, Fig I1.1, en la direc-

cion x, es:

Qx=0qxDy Dx



y la energia saliente en la misma direccién es:

1Qx
Ix

Dx

Qx +

siendo el balance de energia que atraviesa el elemento de volumen en la direccion x:

1Q, ) = - 1Q, Dx — . fa,
X x x

Q- (Q+ Dx Dy Dz

Haciendo lo mismo en las direcciones y y z:

o oy o o Jay
Q- (Q + Ty Dy) = Y Dy = Ty Dx Dy Dz
R . 1% .
Q-(Qz+ 0 Dz) = - 2 Dz = 0 Dx Dy Dz

La energia que por conduccion queda almacenada en el elemento de volumen es:

_(ﬂQX " ﬂCIy " ﬂqZ)D(DyDZ

X Ty 1z

La energia generada o disipada en el elemento de volumen viene dada por:
E Dx Dy Dz

y la variacion dU de la energia interna en dt, para el caso de sélidos y liquidos, en los que los calores espe-

cificos a presion y volumen constante son iguales (c, = ¢, ) es de la forma:

en la que r y c, no varian con el tiempo.

El balance energético total proporciona la ecuacién diferencial de la conduccion de calor:

‘Iqu ﬂqy ﬂQZ _ ﬂ
-(ﬂX + ‘ITy + ﬂZ)+E—I‘Cp1Tt

en la que sustituyendo: gy = - k % ; Qy=-K H—; ; gz=-Kk % , se obtiene:
Tl o, L ygare, I

ix  fx iy Ty z 1z it

con:

T=T(x,y,z,t) y E=E(X,y,z,t)

por lo que:

2 2 2 rc .
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que es la ecuacién diferencial de la transmision de calor por conduccién en régimen transitorio con

generacion de energia, y en la que a es la difusividad térmica.
Para analizar la conduccién de calor en un cilindro, se utilizan coordenadas cilindricas, quedando

la ecuacién anterior en la forma:

11, E_19T
r qr qr k a It

y para el caso de transmisién de calor a través de una esfera:

1 T 1 T 1 2T
(2“) T (senq I 1

—_ +
T2 qr qr r2senq ‘ﬂq 19 rzsenzq qF 2

E_11T
k

en las que hay que tener en cuenta las condiciones de frontera, propias de cada caso a estudiar.

IL.3.- CONDUCCION EN UN CILINDRO

Para estudiar la conduccién de calor en un cilindro, conviene utilizar la ecuacién de coordenadas
cilindricas, que en ausencia de fuentes y sumideros (E = 0), y régimen estacionario, es de la forma:

ll(rﬂ :iﬂ:o ; l(f‘ﬂ):o
roqr qr 1t qr {ir

C
r%:Ch ; %le P T(r) =Cilnr +C

Suponiendo que para un punto a la distancia r; la temperatura es T; y

que para el radio exterior r, la temperatura es Ty, las condiciones en

los limites son, Fig I1.2:

Fig I.2.- Cilindro

ir=r; ;3 T =Clnr, +GC,
Para: i
Tr

deduciéndose de las mismas las constantes C; y Co:

T.-T T.-T.
LR .21 nr

La distribucion de temperaturas T(r) es de la forma:

T(r)-T, _ Ind(r/ry) b N =T (T T In(r/ry)
Toe- T In(refi) (r) =T +(Tpe-Ti) In (re/ri)

= dT(r) _ & — Tpe - Ti _ T - Tpe
Ar) =-2prik—=7g—=-2prlk===-2pkl mo—== = o)

2pkL

e . L. . .

Cuando:re=rj + €, con: T >> 1, la resistencia térmica se reduce a la resistencia de una placa:
i

e e

2pr;kL kA



El valor de Q es independiente de la posicién radial r en la que T y T; son temperaturas del cilin-

dro, y L es la longitud del mismo. Este estudio se puede ampliar a un tubo, en el que su temperatura

interior sea Tpr = T; resultando la siguiente distribucién de temperaturas:

T-Tor _ In(r/ry)
Toe- Tpr CIn(relri)
.. TpF' TpO
El calor transmitido es de la forma: Q= 2 pkL ———
In(re/ri)

Si k es variable, funcion de la temperatura, k = k(T), el flujo de calor es

2plL \Tpo
Q= =£ Q k(T dT

In —= pF

Para el caso de cilindros de capas miltiples con conveccién y radiacion al medio exterior, Fig I1.3,

se puede poner:

Toe-T
_ ~ Tpe- Tpo
Q= UAMTpe-Too) = = —
UA
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Fig Il.3.- Tuberia aislada, distribucién de temperaturas y circuito térmico correspondiente

en la que la resistencia en paralelo se puede sustituir por una unica, considerando un coeficiente de

convecciéon: hc=heg+ h g

I1.4.- ESPESOR DE AISLAMIENTO CRITICO PARA UN CILINDRO

Cuando se recubre un cilindro con una capa de material aislante, cuya

T resistencia térmica es baja, de modo que este aislamiento exterior esté

T, . 2
" rodeado por un fluido, se pretende conocer el efecto que producira el

aislamiento adicional sobre la transferencia de calor, desde el interior
del cilindro, (con o sin generacién de energia, ya que se mantiene cons-

tante la temperatura exterior T}; del cilindro), o lo que es lo mismo, que

Aislante

este aislamiento adicional aumente o disminuya la cantidad de calor

Fig II.4.- Aislamiento de un cilindro, due se transfiere a partir del cilindro compuesto, (nticleo mas aisla-

radio critico miento).



La nomenclatura a utilizar viene indicada en la Fig I1.4, en la que se supondra constante el valor
de Tyi que es una temperatura del interior del cilindro.

El calor Q que se transfiere a partir del mismo, en régimen permanente, es igual a la pérdida por
conveccion desde la superficie.

Tor- Tk
Q=hcAg (Tor- TF) = pf
2prgLhe

Cuando se anade aislamiento y dado que en él no hay generaciéon de energia, la cantidad de
calor a disipar se mantiene constante, Ag aumenta y Tpr disminuye. Para determinar cual de estos
efectos predomina, el calor Q transmitido se puede calcular entre la temperatura exterior de la pared
Tpi, y 1a del medio exterior Tk, en la forma:

0= Toi- Tr Toi - TF _ 2pL(Tpi - Te)  Tpi- Tr
Ry, * Re In(ro/ri)+ 1 ilnr—°+ 1 R
2pky L 2proLhe Ky r ro he

siendo R la resistencia térmica global.

Derivando la expresién de Q respecto de ry se obtiene la condicién de disipacién de calor maxima o

minima:
1 1 h
kiro r2h i hcro _
d 1fo 1 P2 =1
dTQ:-ZpL(Tpi-TF) 1 . 0 1C =0 P i ki
0 (= In-2 + )2 T ro=¥
Ky ri ro he
: . . hcro . .o _ Nclo
La magnitud adimensional K se conoce como nimero de Biot: Bi = K
1 1

Al valorrg= k1 se le denomina radio critico, y se cumple para un valor del nimero de Biot igual a la

he

unidad.

. . . . K .
Si se calcula la derivada segunda de Q y se aplica la condicién: rg = h—l , se obtiene:

c
o o Mo 2 Mo 3
-—In—-2— + In— +

d2Q k? ri k2 hecky r hcki

~ = -2pL(Tpi - Tg)
d 1, To oy

0 ( + I'n )

he = kg M
he

2 k
d—zQﬁr_k1=-2|oL(Tpi-TF)—lr

fo "=Hhe (1+|nr_?)2

que siempre es negativa, por lo que el radio critico ¢, o radio 6ptimo, dado por el nimero de Biot igual
a la unidad, se corresponde con una pérdida o disipacién de calor maxima, para (rc = rg).
También se podia haber resuelto considerando que el valor de Q es maximo cuando la resistencia R

sea minima, es decir:



ro= ¥
1 Mo 1 dR 1 1 1 |
R=1t—1In + . = — - =0 b | _ ki
Ky i ro he dro Ki To réhe Tro__c
d2R 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1
= - — — + = (- — + = (- = 4+ —) =
drg Ki ré  rdhe ¢ 1 rohC) ré S R kird
que siempre es (+) luego R siempre sera minima y Q maximo:
2pL (Tpi - Te) 2pL(Tpi-Te)  2pL(Tp - Tr)
! Mo 11 Mo 11 Mo
k_lln?er Wln?+ﬁ W(Inﬁ+l)

Por lo tanto es posible aumentar la disipacién de calor de una tuberia o de un cilindro, mediante la
adicién de un aislante, siempre que el radio critico (r ¢ = hd k1) sea mayor que el radio exterior de la

tuberia, o cilindro, sin recubrir. El radio critico es constante para cada tipo de aislamiento y fluido

exterior convector, por serlo k; y he.

Q/L vL

N

(a)

Bi>1

Bi<1

(b)

ri r re r
lo ri
e

Fig Il.5.a.b- Posiciones del radio critico en tuberias de distinto diametro

Es posible que para tuberias pequenas, o para alambres, el radio r; sea menor que r¢, en cuyo caso
la adicién de aislante a la tuberia o cilindro, descubiertos, (punto a), determina un aumento del calor
cedido, hasta que se alcance el radio critico r¢, tal como se muestra en la Fig I1.5.a.

Un aumento posterior del espesor del aislante hara que el calor disipado descienda desde el
maximo a otro valor inferior (punto b), de radio r*, en que el calor disipado es igual al del tubo o cilin-
dro desnudos; es posible que, en estas circunstancias, la solucién encontrada sea absurda e imposible
de llevar a la practica.

Por lo tanto, para conseguir una pérdida de calor menor que la que cede el tubo o cilindro al descu-
bierto, serd preciso afiadir un espesor de aislante e superior a (r*-r;) P e>r*-r;.

En la Fig I1.5.b, se tiene una situacién tipica de tuberia de gran didmetro (2 r;) en la que el radio
exterior de la misma r; es mayor que el radio critico r¢ y, en consecuencia, cualquier aislante que se

afiada, disminuira la pérdida de calor.
Para, Bi < 1, que implica que (r; < rc) la adicién de aislamiento en cilindros o tuberias de pequeiio

diametro, incrementa la cantidad de calor transferida al exterior.
Para, Bi > 1, que implica que (r; > r¢) el aislamiento adicional a tuberias y conducciones de gran
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didametro, hara disminuir la transferencia de calor, lo que implica un mejor aislamiento.

Si se considera la radiaciéon: r¢ = ———
h ct h r

En realidad el valor de ry es s6lo una aproximacién ya que se ha supuesto que el coeficiente de
transmision de calor era independiente de rp; sin embargo, desde un punto de vista practico, no se
necesita un valor exacto de ry, por cuanto al ser el valor de Q maximo, la pérdida de calor no es sensi-

ble a los cambios de r, cuando r esté cerca de ry.

I1.5.- PARED ESFERICA SIN GENERACION DE ENERGIA
T

En régimen permanente se tiene que — = 0 y si no existen fuentes ni sumideros (E = 0); para un

It
material is6tropo, la temperatura es funcién del radio r, T = T(r) , y por lo tanto, el flujo de calor se
puede considerar monodimensional.

La ecuacién diferencial de la distribucién de temperaturas es:

: 12T | 12T | 127

1,57, N2T = X 2 + Ty 2 + 2 - 0
T1O\
e ™ Teniendo en cuenta que:
T=T(r) bp mM_oI | x| x4
r2=x2+y2+z2p x I Tx ™ r roqr
Fig 1l.6.- Esfera se obtiene:
r xE
ﬂ_ﬂﬂi Jr ] ﬂX_ﬂZT(l)z_,_ﬂrz'Xz
™®2 = fr2 qx r 1 r T2t qr rs3
L . 12T 12T
Resultados similares se obtendrian para, —— <5 bor lo que:
iy Tz
Rzt - I x2+y2+7z22 LI 3 X2+y2+2z2  q27 L2 _
C M2 r2 I r r3 T2 T o T

Si al gradiente de temperaturas en la direcciéon radial le llamamos u, la distribucién de temperatu-

ras es de la forma:

— 4+ =—=0 ; — + =0
%:u: ﬂr r u r =£2 ; T:_TC+B
r Inu+2Inr=InC ; ur2=C '
Las condiciones en los limites, son:
1 3 T,-T
T,=-C— +B{ 1 ~_ _11-12
! ra " ! C(rp-rq) Ce I~= e fi'2
N y b T-Tp=- —2L - =% p T
T2:-C—+B“ rira r{ro i B=T- 1- 12
ro b t 1 e



La distribucién de temperaturas en paredes esféricas es de la forma:

_rpro Mo 3 T:-Tp My
T=—7 (Ty-T2) - A (M-T2) + Ty =T + s fz(r -1
T-T, I I

T,-T, e (& -D

viniendo dado el calor transmitido por conduccién por la expresion:

-1
e

Qz'kAﬂT_:-:'k4pf2%r=-4pkr2r—2=4pkr1r2

observandose que Q depende de rq y se va diluyendo a medida que aumenta r 1, (r 9 es constante), por

cuanto aumenta la seccion.

Esta expresion para el calor se puede poner también en la forma:

T,-T, T-Tp T,-T T,-T)
= = = = 4pk ———=—
Q e Rest fo-M1 P S
4prirok 4proryk r{ ro

en la que Regr se denomina resistencia térmica de la esfera, en analogia con la ley de Ohm.
Para determinar el calor evacuado a través de una esfera hueca, de radio interior r; y radio exte-
rior r;, calentada por un fluido a Tr, a un medio exterior a Ty, se tendra:
Te- To

Q= T e 1
2 +4 rir k+ 2
4prihpe prara 4 pryhpo

siendo hy el coeficiente de conveccién en el interior de la esfera y hy en el exterior.
Para una esfera recubierta con un aislante de conductividad térmica k*, y radio r3, el radio critico

se obtiene en la forma:

=4 =4 _—
4prargk’  4prihce
Fa-T rzk* 215 h ”
R = 32 12 b ddR= 2 — - 3 c|:2=0 b r3=rcrit=2hk
4prorgk 4prihee s (raorgk) (rzhee) cF
. . C _ 2k*
Si se considera la radiacion: r ¢rjt = o
C+ hr

IL6.- CONDUCCION MONODIMENSIONAL CON GENERACION DE ENERGIA

Hasta ahora sélo hemos considerado problemas de conduccién térmica sin generacién de calor den-
tro del propio material. Cuando haya que tener en cuenta la generacién interna de calor se resuelve
en primer lugar la ecuacién de la energia para la distribucién de temperaturas que exista en el mate-
rial de que se trate. La solucién contendra dos constantes de integracion que deberan determinarse
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mediante condiciones de contorno adecuadas. A continuacién se utilizara la ley de Fourier para deter-
minar el flujo de calor a través del sélido.

Sabemos que el calor puede generarse internamente de diversas maneras; dentro de un material
sé6lido pueden producirse reacciones quimicas tanto endotérmicas como exotérmicas. Una reaccién
exotérmica generara calor, mientras que una reaccién endotérmica absorbera calor del material, origi-
nando un sumidero de calor. Si una corriente eléctrica pasa a través de una resistencia, se genera
calor en el conductor. También se produce calor en los materiales fisionables como consecuencia de las
reacciones nucleares que tienen lugar dentro de los mismos.

PARED PLANA.- Como ejemplo en el que interviene la generacién de calor, consideraremos una
pared plana de espesor (e =2 L) Fig I1.7, en la que se produce la generacién constante de calor, unifor-
memente distribuida a través de la totalidad del volumen de material.

Para su estudio consideraremos la mitad de su espesor, que nos va a permitir introducir el con-
cepto de frontera aislada o adiabatica; partiendo de la ecuacién:

—

E_ 11T _

|12 = _ =
Tmax E N T+ x =2 i 0
s g Q- Integrandola en la direccién x se obtiene:
£
o 8| k d?T , E u
55 —— tT =0 i 2
s Ty dx 2 k )'/ b T:—EX +Ci x+Cy
a n | dT — E X + C | 2 k
L - - - 1 3
dx k b

Fig 11.7.- Pared plana . ..
Las constantes se determinan con las condiciones de contorno:

Una frontera aislada o adiabatica es aquella en la que el gradiente de temperaturas es cero; la
condicién de frontera adiabatica se tiene en el plano de simetria (x = 0) y es la primera condicién de
contorno, de la forma:

1Ty

x=0 b 0=0 P C =0

La segunda condicién de contorno se tiene para (x =L ; T = Ty):

EL? EL2

Xx=L P T=T=-55+C P C=T+ 55

Sustituyendo Cj y Cq se obtiene la distribucién de temperaturas:

E x?2 EL?

T=-Sk +h+ 3¢

que es una distribuciéon parabdlica con respecto a x; el valor maximo de la temperatura, supuesto E

manantial, se presenta en la superficie aislada (x = 0), por cuanto:

dT= _ _ Ex _ AT _ B (e
k0= - 55 = 0 y g =0= - 1 (méaximo)
EL? Tox _ ., EL2



Toda la energia generada dentro de la pared se conduce hacia la superficie libre (x = L)) en la for-
ma:

Q:-kA%:kA%:AEx

No puede transferirse ninguna energia calorifica a través de la superficie extrema correspondiente
a (x = 0) porque esta aislada y no puede almacenarse ninguna energia en el material, por cuanto se
han impuesto condiciones estacionarias.

La energia que llega a la superficie (x = L)) es:

Qw=L=AEL=VE
siendo V el volumen de media pared plana de espesor L.

PLACA PLANA RODEADA POR UN FLUIDO CONVECTOR..- A continuacién se supone que rodeando

a la placa se encuentra un fluido convector, Fig I1.8, con temperatura Tr y coeficiente de conveccién
con el medio exterior Ac.

El calor generado en la placa atraviesa ésta por conduc-

Toa cién, y luego va escapando al fluido exterior por convec-
e cién; partiendo de:
Te
_ Ex? . dT _ EX
T—-ﬂ+C1X+C2, d—x—-T+C1

T1 T,

las constantes de integracion y los valores de T; = Tyr y

X

2L
Fig 11.8.- Placa plana rodeada por un fluido

(Distribucién de temperaturas) viesa por conduccién la cara exterior de la placa, escapa

Tmsx se calculan teniendo en cuenta que el calor que atra-

al fluido por conveccion:

< 2
':'X=0;%@ﬂ:0 P C1=0 ; Co=Tpw=T1+ ELk
Para: i
- o -he(Ty- TF)
px=L -kﬂﬂXnX:Lzhc(Tl-TF) ; %nX:Lz < kl Bl . Ek'- b T1:T,:+E—IC‘
_ EL __EL* , o EL _ EL?
Ti=Tg+ hc_- 5K + Thax P Thax = Te+ hC+ 2K

Distribucién de temperaturas:

B Ex? _ EL> Ex? _ E .2 .2\ _ EL®> Ex?® . EL _
T_Tr,ax-2k _T1+2k_2k _T1+2k(L-x)_T|:+2k-2k+hC_
_ EL L _ x>, k
=T+ k(2_ L+hc)

Sélido isotermo: Bi ® 0 ; k® ¥ ; T=Ty=Tg+ %

Para: ¢

1

[

i EL X2
i Fluido isotermo: Bi ® ¥ ; ho® ¥ ; T=Tg+ K (L - T)

El calor que pasa de la placa al fluido es:



Q= 2Ahc(T1-T|:)= 2Ahc(T|:+E—IC_ -T|:)=2AEL= EV

PARED CILINDRICA.- Supongamos un conductor cilindrico macizo, Fig IL.9, por el que circula una
corriente eléctrica de intensidad I y resistencia R*. La superficie lateral del cilindro esta a la tempera-
tura Ty. La energia generada en el cilindro, por unidad de volumen, es:

siendo V el volumen del cilindro.
El valor de E es constante para: I = Cte y R* = Cte

La distribucién de temperaturas se obtiene a partir de la conduc-

Fig 1.9.- Pared cilindrica

ci6én monodimensional y estacionaria en coordenadas

cilindricas:

2
19, ) E_o ., dT_ Er G L E2. g
r Ir qr k dr 2k r 4 k

Para calcular las constantes C; y Cso se tendran en cuenta las siguientes consideraciones:

a) Para la temperatura en el eje del cilindro r = 0, se tiene:

Inr=1In0=-¥ b C=0

por cuanto la temperatura correspondiente tendria que ser ¥, que no es posible.
b) Para:r =R y T =Ty, resulta:

E R? E R?
To=- 7K +C2 p C2=T0+4k

por lo que la distribucién de temperaturas queda en la forma:

Er?2 ER? _ ER?
Akt Ak - 0T 7k

a-(Lyey p Il ER? 4 (2

T=To- R T,  4kT, R

La temperatura maxima del cilindro se encuentra a lo largo del eje del mismo

2
%ﬁ=o= 0 vy %ﬁ=o= ?E (méximo)
y vale:
2
Para:r =0 ; T=Twx=To +%

Si se supone que el conductor cilindrico disipa calor al exterior, se tiene:

s - Ne r +,-_ER _ 1 . ER
q t=R= - 3 (To-Te) = - 59 P TO—TF+2hC

Teniendo en cuenta:

ER?
4 Kk

T-To= - ("



resulta la siguiente distribucion de temperaturas, y temperatura maxima:

_ ER , ER®> Er? _ER Rhe r?hc
T-Te=she* 2k "4k ~2h. T * 2% - ZkR’
o ER Rhe o _ ER Bi
T,mx—TF+2hC(1+ 2k)—T|:+2hC(1+ 2)

Si,Bi® 0 b k® ¥, (sélido isotermo), la temperatura variara preferentemente en el fluido (gas):

ER

T= T|:+m

Si,Bi® ¥ b hec® 0, por lo que el fluido sera isotermo (metales liquidos), y la diferencia de tempera-
turas se origina en el sélido (T = Ty)

Calor eliminado al exterior:

Jr
qr

r=-kAER - _EpR2L=--EV

Q= - kA( 7K

PARED CILINDRICA RODEADA CON UNA VAINA EN CONTACTO CON UN FLUIDO CONVECTOR -

En este caso, supondremos que el ntcleo de radio R genera calor, mientras que el recubrimiento
de radio R, no, por lo que habra que estudiar por separado el niicleo del recubrimiento o vaina,
teniendo en cuenta que tienen una frontera comin. Supondremos el
conjunto (nicleo-vaina) de la Fig I1.10, en régimen estacionario y con-

duccién monodimensional, es decir, T = T(r).

Para el nicleo (E  0) se tiene lo visto anteriormente:

1d,dT\,E_, . dT__Er = G
rar Tar) k=0 0w T2kt
Fig 11.10.- Nucleo generador de calor 2
rodeado con un aislante T=- Iflrk +Cilnr +GC
Er?2
Para:r =0,G=0 b T=- + Cy
4k
Para el aislante, la distribuciéon de temperaturas con E = 0 es:
1d dTy_y.  T_ IT_& _
rdr(rdr_o’rﬂr_c3’ﬂr_r P T=C3lnr +C4
Condiciones de contorno:
a) Para: r=R y T =T; comun al nucleo y a la vaina, por ser la union perfecta:
ER? ER? _ ER?
T, =Co- 7K =C3lnri+Cy4 ; C2=Ti+w=w+C3|nri+C4

que relaciona las constantes de integraciéon Co, C3y Cy.
La constante Cy permite hallar la temperatura méaxima en el niicleo, conocida Tj:

ER?

Co=Trmax = Ti + 7~



b) El calor que abandona el nucleo, es absorbido por la vaina:

qﬁyai na _— qﬁrnEcI e . -k d_;|-~n£g €0 — _ k= d_;r~vgkna
ERy . & _ . ER?
'k('zk)_'k R 3 C3_'2k*

¢) En la superficie exterior de la vaina en contacto con el medio exterior:

" dT Cs 6

. ' qvalna_ k* =—f_, = -k* == C

ande = e 5 e drtr T T Re s b e 22 s nd(Tore T)
gqr‘{':lég'edo = he( Tpr- TF) ©

'hC(TpF' Tr) Re ER2 ERZ

Cs = K = - 5k= P Ter= TF+W
iTp|:=C3 In Re+ C4
- - e o= — . 2 2

T=Cslnr +Cy= Pam-r—Re’T—TIO':|ID e ER = —ER INRe+C4 P

i 2hcRe 2 k=

2 ER?2 1 I'n Rg

ER _
mlnRe—TF+ > (hCRe + K+ )

Cy= Tp|:+

Con los valores de C3 y C4 se calcula el valor de Cg en funcién de la temperatura del fluido Tr:

R

ER2 2(
2hcR, 4k  2k* R

4 Kk

C= +C3ln R+ Cs=Te+ ER

siendo la temperatura en la superficie del cilindro:

2
CZ-—R:TF+ ER

K In—)

(hok * 7

Los flujos térmicos por unidad de seccién son las siguientes:

dT « - Er . dT _ Er
NUCLEO: ar fhicl eo = - K g=-k a - o (aumenta con r )
. dT. _ ER® . _ . dT _ER® . .
VAI NA: ar Naina = - 5y b 4= - k a - oy (disminuye cuando aumenta r )

El calor total que se disipa al exterior es:
Q=0dr-r,2PpRe L=pRA E=VE

siendo V el volumen del ntcleo.

Si hubiere N elementos generadores: Q= pR’LEN= VE

La distribucion de temperaturas en el ntcleo es parabélica:

, _ -+ . ER> Er?2 _ Er? ER? 1 1 1 Re
Thicleo = Ti + 2k ~ 4k T 4k TRt 2 (hCRe 2 k k* R
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Fig Il.11.- Distribucién de temperaturas en el nicleo y en la vaina

mientras que a la salida de la vaina es logaritmica:

E R? I'n R E R? 1 1 Re

ER? 1 ey _
> (her, P ) TP (RgR; T N

Tvaina = - > k* Inr + Tg +

En el entronque comtn para, r = R, se tiene:

dT) ol

daT dT .« "dr /nucleo k*

q=q9* ; - kd_r)nucleo:' K+ d_r)vaina ; %r-r* =K
W)vai na

que dice que las tangentes a las curvas, T = T(r) y T+ = T*(r), son tanto mas divergentes, cuanto mas

distintas sean las conductividades k y k*.
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