XI.- TRANSMISION DE CALOR POR CONVECCION

CAPA LIMITE TERMICA E HIDRODINAMICA

XI.1.- INTRODUCCION

Antes de entrar en la metodologia que permite determinar el coeficiente de transferencia de calor por
conveccién k¢, examinaremos con cierto detalle el proceso y fenomenologia de la conveccién, asi como
su relacién con el movimiento del fluido.

Si a titulo de ejemplo se supone una placa plana sobre la que fluye una corriente fluida, lo primero
que se observa es que la velocidad del fluido disminuye a medida que nos aproximamos hacia la superfi-
cie de la misma, como consecuencia de las fuerzas de viscosidad.

Como la velocidad de la capa de fluido en contacto con la pared es cero (upr= 0) la transferencia de
calor entre la superficie y esta capa de fluido esta originada tinicamente por conduccién, cumpliéndose
que:

dT .
dc= - kp =—R=0= h( Tpr- TF)

dy
y aunque ésto sugiere que el proceso térmico pudiera considerarse como de conduccion, lo cierto es que el
gradiente de temperaturas en la superficie:

dT .

dy V=0
viene determinado por la velocidad a que puede ser transportada la energia por el fluido més alejado de
la pared, hacia el interior de la corriente principal, por lo que el gradiente de temperaturas en la superfi-
cie del s6lido depende del campo de flujo, de forma que las velocidades mas elevadas son las que originan
mayores gradientes de temperatura y mayores velocidades de transferencia de calor.

No obstante, hay que tener presente la conductividad térmica kg del fluido que esta interviniendo
directamente; para el caso del agua, el valor del coeficiente kr es de un orden de magnitud mayor que el

del aire, lo que implica el que el coeficiente de transferencia térmica por conveccion sea también mayor
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en el caso del agua, que en el caso del aire.

La situacién es muy parecida cuando se estudia la conveccién libre; la diferencia principal radica en
que en el caso de la conveccién forzada, la velocidad tiende hacia el valor de la corriente sin perturbar
impuesta por una fuerza exterior, mientras que en la conveccion libre la velocidad crece al principio, a
medida que va aumentando la distancia desde el plano, debido a que el efecto de la viscosidad disminuye
mas rapidamente que la variacién de densidades, que lo hace mas lentamente; sin embargo, la fuerza
ascensional disminuye cuando la densidad del fluido se acerca al valor de la del fluido que lo rodea; ésta
es la causa de que la velocidad alcance un valor maximo y tienda a cero bastante lejos de la superficie
caliente.

La distribucién de temperaturas en la conveccién forzada y libre tienen formas andlogas y en ambos
casos el mecanismo de transferencia de calor en la interfase (fluido/sélido) es la conduccién.

El coeficiente de transferencia de calor por conveccién hcdepende, en general, de algunas propieda-
des inherentes al flujo del fluido, como son su densidad, viscosidad y velocidad, y de sus propiedades tér-
micas (conductividad térmica y calor especifico):

hc=f (r, h, u, kg, cp)

Mientras que en la conveccion forzada la velocidad del fluido viene impuesta normalmente por la
acciéon de una bomba o un ventilador, y puede especificarse directamente, en la conveccion libre la velo-
cidad depende de una serie de factores como son,

a) La diferencia de temperaturas entre la superficie y el fluido, Tyr - Tr

b) El coeficiente de dilatacién térmica del fluido b (que determina la variacién de su densidad por

unidad de diferencia de temperaturas), por cuanto:

VEVEL+bT-Te) ;5 E=14b(T-Tp)
¢) El campo de fuerzas exteriores que actiian sobre el sistema que, en la mayoria de las situacio-
nes, se reduce tnicamente al campo gravitatorio g.

Para adquirir una cierta comprension del significado de los parametros que intervienen en la convec-
cién forzada, se puede examinar con mayor detalle el campo de fuerzas; asi, para una placa plana
inmersa en una corriente fluida, el flujo a diversas distancias del borde de ataque de la placa se desarro-
lla en una regién en la que las fuerzas de viscosidad frenan al fluido, disminuyendo su velocidad.

Las fuerzas de viscosidad dependen de la tension de corte:

La region del flujo préxima a la placa, en donde la velocidad del fluido se ve frenada por las fuerzas de
viscosidad, se denomina capa limite, siendo su espesor d igual a la distancia existente entre la placa y la
region del fluido donde éste tiene una velocidad igual al 99% de la correspondiente a la corriente libre; la
region de fluido que se encuentra mas all4 de esta region se denomina régimen de flujo potencial o régimen
no perturbado.

Inicialmente el flujo de un fluido dentro de la capa limite es completamente laminar; el espesor de la
capa limite va creciendo a medida que aumenta la distancia respecto al borde de ataque, llegandose asi
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a que a una cierta distancia xc el efecto de la fuerzas de inercia llega a ser lo suficientemente importan-
te, en comparacion con la accién amortiguadora de la viscosidad, que en el flujo empiezan a aparecer y a
crecer pequeias perturbaciones; a esta distancia se la conoce como distancia critica.

Cuando comienzan a amplificarse estas perturbaciones, la regularidad del flujo viscoso se ve alte-
rada y tiene lugar una transicion, de forma que el flujo pasa de laminar a turbulento. En la regién del
flujo turbulento, las particulas de fluido se mueven a través de lineas de corriente que transportan con
mas o menos violencia tanto la energia térmica, como la cantidad de movimiento.

El coeficiente de transferencia de calor por conveccién k¢ varia con la posiciéon, respecto al borde de
entrada para una placa plana o desde la entrada de un tubo o conducto cerrado.

El parametro que describe la variacion espacial es el coeficiente de transferencia de calor local hcy,
siendox la distancia que hay desde el borde de ataque de la placa o entrada del tubo a la seccién conside-

rada.
Si se desea calcular en el intervalo (0 £ x £ L) el coeficiente medio de transferencia térmica por con-
veccion h¢, hay que conocer el coeficiente de transferencia de calor local hey, siendo la relacién existente

entre ellos de la forma:

1 x=L

N\

he= + hocdX = 2 hy =
C= T Qo X ox k=L
en la que L es la longitud de la placa o del tubo considerada.

XI.2.- ECUACION DIFERENCIAL DE LA TRANSMISION DE CALOR EN UN MEDIO EN
MOVIMIENTO

Cuando se hace el estudio de la conveccién forzada hay que tener en cuenta que los fenémenos que
influyen en ella son, un transporte de materia y la conductividad térmica. Para su comprension vamos
a considerar un paralelepipedo de fluido elemental, de volumen unidad, Fig XI.1, de dimensiones dx, dy,
dz, teniendo en cuenta que en el proceso intervienen tanto la temperatura Ty como la velocidad Vg =

V(u,v,w) del fluido, y que el calor producido por rozamiento interno es despreciable. Mediante un balance

2 de energia se obtiene:
Calor que penetra segun Ox en la unidad de tiempo debido a la
velocidad:
dz
up [u+ (u/ox) dx] p
m % = Qix =mcgT=(rudydz)cpT=r(uT)cgdydz
dx X Calor disipado segun Ox:
dy/
- Qx=r cF[uT+de] dy dz
Fig XI.1.- Paralelepipedo elemental de fluido fix

habiendo reagrupado u y T porque ambas intervienen en el interior del paralelepipedo elemental.
El calor que se almacena en el paralelepipedo segun Ox, en la unidad de tiempo, debido a las masas entrantes

y salientes es:

Qux - Qx =-r1CF

TWT) 4y dy dz
ix
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Teniendo en cuenta el conjunto de las tres direcciones, se obtiene la expresion del calor total almace-
nado dentro del paralelepipedo elemental, debido a las variaciones de velocidades y temperaturas de las masas de

fluido circulante:

Q- Q=-rcpdxdy dz{ﬂ(lj(T) LI I,

Ty |4
- Jr Jr m. e, v Iw,
_.rcpdxdydz{uﬂx+v‘"y+wﬂz T(ﬂx+ﬂy+ Z)}_

= -rcgdxdydz{u ﬂT+vﬂ+wﬂ +Tdiv\7}

fix iy iz
El calor que se almacena en el volumen elemental debido a la conduccion en la unidad de tiempo, segun el eje

Ox, es:

Qix = - k (dy dz) T

Ix
TAX gx = -k LT+ I axydy dz = - k (T & BT g5y ay dz

Qax = Que+ =4 Tx x * X

luego en la direccion Ox se tiene:

2
Qix-Q*zx=k%dxdydz

Sumando los calores almacenados por conduccién en las tres direcciones y en la unidad de tiempo, se
obtiene:

Q-G=k (T . ET T 4x dy dz = k (R2T) dx dy dz

R Ve
Finalmente, el calor total almacenado en el elemento de volumen considerado en el tiempo dt, sera el
mismo que la suma de los calores almacenados, anteriormente deducidos:

Eneltiempot: Q; =r dxdy dz cgT

En el tiempo t + dt : Qusqr = r dx dy dz cp(T + - dt )

fit

por lo que el calor almacenado en dt es:

Qt+dt-Qt=rdxdydch";[t—Tdt

El balance térmico es de la forma:

k (N2T) dx dy dz - r cg dx dy dz uﬂT+vﬂ+wﬂ+Td|vV =rdxdydzc ﬂTdt
(N“T) dx dy Fdx dy dz (u < Ty 1z ) YOz CEqe

T fr r Iy

2 At RlLl LS
a (N27) - (uﬂ +V‘|Ty +Wﬂz+TdIVV)

Si se considera fluido incompresible, di v V=0 y si adem4s el régimen es permanente, tanto térmico,
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como dindmico:

T 4t = o
Tt

quedando con estas dos condiciones lo siguiente:

a(Nﬁ):u% +v%+w%

que es una ecuacién diferencial con 4 incégnitas T, u, v, w, por lo que serdan necesarias otras 3 ecuacio-

nes, que son las de Navier-Stokes, de la forma:

Tp 1 y

1 du 1 .

?ﬂX=X-W+nDJ+§anIVV
1 9p _ dv (R |
Fw—Y-ﬁ+nDV+§nwd|VV
1% dw 1 7 .
Fﬂ—z— -W+HDN+§HEC“VV

completandose asi el sistema de ecuaciones que rige el fenémeno termohidrodinamico.
En las ecuaciones de Navier-Stokes, las componentes (X,Y,Z) de la resultante de las fuerzas exterio-
res que acttian sobre el sistema elemental de fluido quedan reducidas para fluidos pesadosa X=0; Y =

0; Z =g, pudiéndose poner para la tercera ecuaciéon de Navier-Stokes (r Z=r g) para el caso en que T
permanezca constante.

A su vez, como el fluido al calentarse o enfriarse modifica su densidad, en el intervalo de temperatu-
ras Ty y T, se tiene:

o

r
g(rO‘r)zrg(r_O'l)z V:VO{1+b(T—T0)} ; T: 1+b(T-Ty) :I’gb(T-TO): rngT

siendo r o la densidad del fluido a la temperatura T y v el volumen especifico del fluido.

La tercera ecuacién de Navier-Stokes queda en la forma:

1 Tp _ dw 0
?ﬂ—z—ngT-W+nNW

XI.3.- CAPA LIMITE LAMINAR EN FLUJO SOBRE PLACA PLANA

En el movimiento de fluidos sobre una placa plana, la Hidrodinamica clasica se limita a imponer,
como condicién de contorno, la tangencia del vector velocidad, mientras que la Mecédnica de Fluidos vis-
cosos exige la condicién adicional de adherencia al contorno de la placa, que es mucho mas restrictiva
que la de tangencia. En los fluidos poco viscosos, los esfuerzos tangenciales son, con frecuencia, muy
inferiores a los de inercia o a los de gravedad, pero ésto no autoriza a prescindir de los esfuerzos visco-
sos, que pueden llegar a ejercer una influencia considerable sobre la configuracién del movimiento.

Prandtl, en 1904, propone que el estudio del movimiento de un fluido de viscosidad pequena, se podia

asimilar al de un fluido perfecto, salvo en una capa préxima al contorno, de espesor d, en la que concen-
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traba los fenémenos de friccién, y que llamé capa limite; en el exterior de dicha capa, las tensiones tan-
genciales son despreciables, predominando las fuerzas de inercia sobre las de viscosidad, mientras que

en el interior de la capa limite la proximidad del contorno hace que el gradiente de velocidades sea muy

grande y, por lo tanto, que la tensién tangencial t = h g—; sea también muy grande. En esta situacién

las fuerzas de fricciéon son del mismo orden de magnitud que las fuerzas de inercia.
Elespesor & de la capa limite puede estar comprendido entre unas pocas moléculas y algunos milime-

tros, seguin los casos; fuera de la capa limite se pueden utilizar las ecuaciones de Euler o métodos experi-

mentales basados en las lineas y redes de corriente, que una vez configuradas alrededor del contorno o

perfil deseado, permiten obtener el campo de velocidades y la distribucién de presiones correspondiente.
En el estudio de la capa limite hay que tener presentes las siguientes consideraciones:

a) Aunque la perturbacion producida por la friccion se propaga a todo el fluido, se admite que la propagacion
queda limitada a una zona del mismo de espesor finito 9, en sentido normal al contorno.
b) La forma de la curva de distribucion de velocidades en las distintas secciones a lo largo de la capa limite, se

puede expresar, en general, mediante las siguientes ecuaciones, Fig XI1.2:

Régimen laminar: Vio =C+ Cl(%) + Cy( %)2 + Cy( %)3_ ..
4o U oY
Régimen turbulento: Vo = Vd

en la que Vj esla velocidad uniforme del fluido no perturbado; la capalimite en su desarrollo longitudinal,

muestra una tendencia progresiva al ensanchamiento, Fig VII 2.b.

Fig Xl.2.a.b.- Capa limite

POLINOMIO DE SEGUNDO GRADO.- Si la distribucién de velocidades es de la forma,

u _ Yy RAY.

VO _C+C1(d)+C2(d)
lPara: y=0, u=0 pP C=0

con las condiciones: {Para: y=d, u=V, P 1=CG+C
{Para: y =d, (fu/fy)y—q=0

1 fu., _,C  2Cy .G [ 2C _ . _




C1+C2=1 V]

Cl+202=0%p C1=2;02:-1

y la forma del perfil de la distribucién de velocidades de la capa limite, en régimen laminar, con un polino-

mio de segundo grado, es:

POLINOMIO DE TERCER GRADO.- Si el polinomio es de tercer grado:

U y Y2 Yy3

VO _C+Cl(d)+C2(d) +C3( d)
}Para:yzo,u:ODC:O

con las condiciones: { Para: y =d, u=V, b 1=C;+ Cy+Cg
{Para: y =d, (fu/fy),q=0

1 fu. C 2C 3 Cyy
WﬂW"F“:{TlJ” dz(%“Ts(%)z}Fd:O o G+ 2C+3C=0

Lo Pus _n~. 1 TPux _ 2C, 6C vy _ _
Para:y =0 o f=0=01 g o fo={0+ == + == ((Phy=0=0 P C=0

Ci+CG+C3=1 p
C1+2C2+3C3=0>_’/ P Ci=
CZ=O b

K

C2=0 ; Ci=- 3

Nl

y la forma del perfil de la distribucién de velocidades de la capa limite, en régimen laminar, con un polino-

mio de tercer grado, seria:

u 3
Vo  2d

<

N[

- =(%)?

o<

La experiencia ha permitido comprobar, para placa plana, que el movimiento laminar en la capa

limite llega a hacerse inestable cuando se sobrepasa un valor critico del niimero de Reynolds:

siendo x¢ la distancia a partir del borde de ataque de la placa.
La capa limite continua su desarrollo, como se muestra en la Fig XI.3; a partir de x, se origina la
capa limite turbulenta, que se divide en dos subcapas, una de las cuales, en las proximidades de la placa,

permite definir una delgada subcapa marcadamente laminar.
Los valores criticos del nimero de Reynolds que definen la transicién para placa plana, son:

Relaminar < 5.10° ; Returbulento > 3.10°8
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Vo ]

Vo —

[ Vo—v | /

— . / 0 Capa limite turbulenta
= VO e

5 / II'
e C limite lami
apa limite laminar é
e -{

Xe

Fig XI.3.- Desarrollo de la capa limite laminar

Para fluidos que circulan entre dos paredes préximas, el ensanchamiento progresivo de la capa
limite de cada contorno determina que éstas se unan, a una cierta distancia de la entrada, desapare-
ciendo la zona en que el movimiento podia ser asimilable a un fluido perfecto, para realizarse todo él bien
en régimen laminar, o bien en régimen turbulento, segin el valor del nimero de Reynolds.

En tuberias sélo se puede considerar el movimiento como irrotacional, en las proximidades de la
embocadura; con flujo totalmente desarrollado, no.

ESPESORES Y CAUDALES DE LA CAPA LIMITE.- Mediante el concepto de capa limite es posible
concentrar en un espesor d los fenémenos de fricciéon; ello implica el que se tengan que cumplir las
siguientes condiciones:

a) El valor de la velocidad U correspondiente a (y = d) tiene que estar muy préximo a V,, pues enton-
ces el gradiente de velocidades sera despreciable; suele tomarse (u =0, 99 V).

b) El esfuerzo de friccién evaluado en la zona de espesor d, (a lo largo del contorno), mediante la ecua-

cién de la cantidad de movimiento, tiene que coincidir con el obtenido analiticamente para la capa limite
laminar, o con el deducido experimentalmente en la capa limite turbulenta.

En ambas situaciones la distribucion de velocidades viene dada, para el régimen laminar, por polino-
mios de grado m (parabolas de segundo o tercer grado en general) y para el régimen turbulento por poli-
nomios de grado ( 1/ n).

Espesor de desplazamiento de la capa limite.- El espesor de desplazamiento de la capa limite d;

esta basado en la conservacion del caudal a lo largo de la normal al contorno, mediante la equivalencia
de las areas rayadas, como se indica en la Fig XI.4.

Si se admite que la ley de velocidades es asintética a V,, se tiene:

_1
d; = A Q(VO' u) dy

y si la ley de distribucion de velocidades alcanza el valor \70 para el espesor d, se tiene:

g = L A(Ve-u)dy = N(1-Lydy =d- NYdy=d- <
1_VOQ 0 y_Q VO y = QVO y = VO

que se puede interpretar como la diferencia entre el espesor d y el espesor d; de una corriente que

tuviese la misma velocidad Vi que la corriente exterior y que transportase la misma masa de fluido,
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caudal ¢, que la capa limite real.

d d
S? I 8L \ 1 N d
Con: - = Uld VISR dl:d_Q(%)umdy =d- qum le/mdy T m+ 1

Espesor de la cantidad de movimiento de la capa limite.- El espesor de la cantidad de movimiento

de la capa limite dy se corresponde con el espesor de una corriente fluida que tenga la misma velocidad
Vy que la corriente exterior, y la misma variacién de la cantidad de movimiento que la debida a la fuerza

de arrastre de la capa limite real; se define en la forma:

- L Quv%r wady = g1y ay
vZ @1t QVo Vo

Pararlz’q{Z b d,= ( %” - y)%‘}dy: 1 \dy%](d%'y%n)dy:d$
" Vo 2 Q aZm Q (m+1) (m+2)

La relacion entre el espesor de desplazamiento d; y el espesor de la cantidad de movimiento de la

capa limite dy, se denomina Factor de forma del perfil F; para una placa plana, en funcién de m se tiene:

d—L _
dy (m+1) m+ 2
F:—: =
do d m m

(m+ 1) (m+ 2)

Un valor elevado del factor de forma del perfil implica que estd préximo a producirse el desprendi-

miento de la capa limite.

Vo

dy 3
/
L/° N .

Fig XI.4.- Espesor de desplazamiento de la Fig XI.5.- Espesores de la capa limite
capa limite en distribucién triangular

<}
>

u

Espesor de energia de la capa limite.- El espesor de energia de la capa limite d3 se define en la for-
ma:

d =1 ‘du(VZ_ u2) dy = ‘di(l_ ﬁ) dy
3TV QUL Qv V2

d
u _ oY Ay .Y - 2m
Para: o= = {5 P ds Q"’f;{l )}dy 4T (M)

Para hacernos una idea del orden de magnitud y del significado, de los diversos espesores de la capa
limite asi definidos, indicamos en la Fig XI.5, para el caso particular de una distribucién de velocidades
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triangular (m = 1) el orden de magnitud de los mismos, de la forma:

d, = g : dr = g : dx = Q
1= 2 = & 3=,
Caudal de la capa limite.- El caudal ¢ a través de la capa limite se ha definido en la forma:
d
q= Q udy

Teniendo en cuenta el espesor de desplazamiento dy, resulta:

d d d d

N ~ udy ~ udy - udy q m
di=Ady -\~ = d- b d-d= =1 b g=Vyd-dy) =V, d
17QY Qv Qv 17Q v, VA g =Vo(d-dy)=Vodmmy

Caudal de la cantidad de movimiento de la capa limite.- El caudal de la cantidad de movimiento de

la capa limite qu se define en la forma:
K
gu=mu=Vru=qru= Qruzdy

Teniendo en cuenta la expresion del espesor de la cantidad de movimiento dy se obtiene:

d

\

d—‘dulud- U 4 ‘duzd-dd \duzd
22 QU Y E Qv W Qv Y~ S Rvraied
d

Quzdyz(d—dl—dz)voz

quedando la expresién del caudal de la cantidad de movimiento en la forma:

m

d
qm= Qr usdy =r(d- di- do) V§=r dV§ =

funcion del espesor d de la capa limite, del espesor de desplazamiento d; y del espesor de la cantidad de
movimiento dy.

XI.4.- ECUACION INTEGRAL DEL IMPULSO DE LA CAPA LIMITE

CAUDAL DE LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO.- Como consecuencia de la viscosidad del fluido y de
su deformacién, aparece un esfuerzo tangencial sobre el contorno de la placa que determina lo que se
conoce como Resistencia de Superficie o de Forma. Para calcular este esfuerzo se aplica el Teorema de la
Cantidad de movimiento al volumen de fluido comprendido en el interior de la capa limite entre las sec-
ciones (AB) y (DC) de la Fig XI.6. Como el movimiento irrotacional exterior a la capa limite es uniforme,
no existe gradiente de presiones y, al expresar el equilibrio, la inica fuerza actuante es la de arrastre

sobre la placa, de la forma (ty dx).

Para una anchura de placa unidad, el caudal de la cantidad de movimiento se evaliia como sigue:
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Fig XI1.6.- Volumen de fluido en la capa limite

Sobre la cara (AB) el caudal de la cantidad de movimiento entrante es:

d
OmAB)=MU=Vru=qrus= @ruzdy:qM

Sobre la cara (CD) el caudal de la cantidad de movimiento saliente es:

a Td m _ B N 2
dmcp = dm+ x dx =qm+r 'nx(Q“ dy) dx

por lo que en el volumen de control (ABCD) se tiene una variacién del caudal de la cantidad de movi-
miento ( v ag) - M cp) en la forma:

Tam

N SN
X dx =r ﬂx(Qu dy) dx

Sobre el contorno (BC) no existe ningtn tipo de esfuerzo cortante porque esta fuera de la capa limite
(du/ dy = 0); teniendo en cuenta que sobre este contorno la velocidad es V), el caudal de 1a cantidad de

movimiento entrante por (BC) se obtiene en la forma:

d
dme) = mVo:quO:rVo(‘gu dy

<\ -

d
b qmeg = rvoﬂ—")T((Qu dy) dx

p[[¢ d
Umo = due * B) dxquB)+rV0ﬂlX(Qudy)dx

i
p
Sobre el contorno (AD) de contacto con la placa no hay caudal saliente de la cantidad de movimiento.

FUERZA DE ARRASTRE..- Igualando el caudal de la cantidad de movimiento con la fuerza de arras-

tre F, sobre la placa en dx, y aplicando el Teorema del Impulso se obtiene:

d d d
todx = - r ‘Hlx Qudy) dx +Vor ﬂlx Qrudy) dx = ﬂlx{C)”(VO' u) dy} dx

< J ) CaX T V@
Fazotodx:r Qu(vo- u)ydy =r Vj dz:T
d d
to=hgoio=r o (QuVo- W ay} © negiio= T (Qu(Vo- ) dy)
Cwr V@
to=—72—
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enlaque dy =

2

se deduce compardndola con la obtenida por andlisis dimensional;

se obtienen mediante formulacion, abacos y tablas.

a) Para una distribucion de velocidades de la capa limite laminar, de la forma:

los valores de Cy,

L:Z_y_(l)Z
Vo d d
con:
to=h Mot L (Nu(Vo- u)dy) =rv2 L (A (1- <) dy)
0T My YT tQUtYo " 'Q V% Vo
se obtiene:
nla o L QL1 Yy ay
iy y=0 0 qx QVo Vo
L fup 2 fu, 2V%
Vo Ty Y°Td 1y 0T d
2Von _ o 1 N u u _v2 1 2 Y2 _
. —VO.HXQVO(l'VO)dy}—Vo."X{ (- F e DRy =
—\/2 ﬂ 5 _ 2 2 ﬂd
=V g (2- 3§ d= Vg,
15n 15n d2 30 x? d 5, 477
dx =ddd ; =—x= -5 +C d2= R
TV, T 2 ’ Rey ' X Ry
en la que se ha tenido en cuenta que para:d=0;x=0 b C=0
Los valores de los coeficientes Cy (local) y Cy, (medio), son:
2
u - Vi _ .2V
to—hﬂw CXI’T—hT
C:4n: 4 x 4 _ 4 _ 0, 7303
T dVo  dRex  d g 5,477 [Re JRex
X
1 N 1,4606
Cw= 1T Cx dx = 2 Cy iz =
W L Q X XrB(L ‘/WL
b) Para una distribucion de velocidades de la capa limite de la forma:
Mo 3_y -5 _)3
Vo 2d
resulta:
U~ 3V0
to ﬂ fy=0=h X
to=r V¢ 4 ‘di(l-—)dy}—r 2 L&Y Ly 3 Ldyyay-
0 0 Tx QV Vo x Q 2 2d 2
3 hYV,
=0,139rv2 WM - 9
I 2d
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Igualandolas:

_ ndx . d® _ n _ 1 ds= _ol- n
ddd = 10,79 Vo 0 2 - 10,79 Vo X + Cte = ‘Para. } N P Cte=0 ‘ = 10,79 Vo X
d_ 464
X 7 [Rey
_3hV, 3hV JRe, 0323hV, JRe, hrvg rV2c
to= —5§ = ~2.4p64x - X = 0823 (—— = —3
0,646 n \/Rey 0, 646 1 1, 292

Cy = = — i Cw= =N Cidx = 2Cy iz = =

x X Vo Re. WELQ ™ DT TR

El valor de C, asi obtenido para placa plana, esta muy préximo al valor exacto (Blasius), y es de la

forma:

0,664 1,328  d_ 5

C, = ; Cy= —— : — =
* JRex Y JRe X~ [Rex

siendo la fuerza de arrastre F, sobre cada cara de la placa de longitud L y anchura unidad:

G < r hv3
Fa= Qtodx = ()0.323 — dx = 0,646 \[r h V3 L

ECUACIONES DE PRANDTL DE LA CAPA LIMITE.- Si se supone un fluido incompresible, en movi-
miento laminar permanente, en flujo bidimensional sobre una pared cualquiera en la que el radio de cur-
vatura es muy superior al espesor de la capa limite, las ecuaciones de Navier-Stokes se simplifican,

quedando en la siguiente forma:

du _ u Ju +V Ju ;. X = 0, en la direccién del movimiento
dt i Ty
1Tp = X- du + n Du = | Ecuacién de continuidad: Ju - v - 0 =
rqx dt x Ty
2
v=o ; M_pgp M_p,; TU_yg
iy ix x

u v 12u
=-U— - V-—— +N—
™ 2
En el borde de la capa limite se tiene la velocidad V( del movimiento irrotacional exterior, por lo que
aplicando la ecuacién de Bernoulli se puede hallar la variacién longitudinal de la presién, resultando:

Pu_yu,,

w2 X Ty

Si se introduce la funcién linea de corriente y de la forma:

+ N

1 0% _ 1%, 19%
2 dx T r qx 2 dx

A V. 7

Ty x
la ecuacién de continuidad se satisface automaticamente, y sustituyendo estos valores en la ecuacién

anterior se obtiene:
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Ty Iy Ty _ 1% Ty

xTy Ty ‘ﬂyzﬁ Foax  qy3

de aplicacion a la obtencién de la capa limite laminar sobre un contorno plano.

ECUACION CLASICA DE KARMAN.- Los caudales de la cantidad de movimiento, en proyeccién
paralela a la pared, manteniendo la anchura de la capa limite igual a la unidad, son los siguientes:
Sobre (AB), g\ ag = d v, (entrante)

1
Sobre (CD), q g = Gy + — dx , (saliente)
9
Sobre (BC), ™ dx Vg , (entrante)

La variacion de la cantidad de movimiento es:

-qmt (Qm+ Tm dx) - EdXVoz Tu gy . 14

x x 1 w 9 Vo

El impulso mecdnico es:

pd-(p+ %dx)(d+ %dx)-todX:-(to+ E—sd)dx

Igualandolas se obtiene:

ATV T
qu=(d-di-d)VZr ; g=(Vod-dy)r ; d-di=Ce
w_x“"-vo%: %:%{(d-dl-dz)vgr}:-%vgr+(d-d1-d2)2vo%r =
%:r(d-dl)%
=-%Vozr+(d-dl-d2)zvo%r-r(d-dl)Vo%=-to-% =
= p+rv—§:ae;%:-rvoﬂﬂl)? =-to+rvo%d

que simplificada convenientemente queda en la forma:

d V,
tO:hV§r+Voﬂﬂ—)?r(dl+ 2dy)

x

ecuacion que se conoce como ecuacion de Karman, en la que las variables V, d; y dg no dependen mas

que de x.

XI1.5.- ECUACION INTEGRAL DE LA ENERGIA DE LA CAPA LIMITE

El Primer Principio de la Termodindmica aplicado a un sistema abierto en régimen estacionario, per-
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mite calcular el calor Q puesto en juego en una transformacion, en la forma:
Q=D + T + DEgngtica + DEpotencial

e indica que la energia se puede considerar en forma de entalpia, calor o energia cinética, con las mismas
unidades que el trabajo de cizalladura o de corte.

A pequeiias velocidades, los términos asociados a la energia cinética y potencial y al trabajo de cor-
tadura son pequeios en comparacion con las deméas magnitudes, y se pueden despreciar.

C

I X T dx

Fig XI.7.- Capa limite térmica

La velocidad a la que la entalpia entra a través de la cara (AB) de la capa limite representada en la
Fig X1.7 viene dada por:

\dT
i(agy= McpT =cCpr Q u Tdy

mientras que la velocidad del flujo de entalpia a través de la cara (CD) es:

fii (AB) . q I
dx =i(ag +Cpr ‘IT_X{Q uTdy} dx

(oo = T(ap + —

por lo que dentro de la capa limite quedara:
. : q I
l(ag)- T(cp)y= - Cp I ﬂ_x{Q uT dy} dx

La entalpia transportada al interior del volumen de control a través de la superficie (BC), viene dada
por:

. q  Jr
Di(gg=cpr Tr ‘IT_X{Q u dy} dx

A su vez, el calor conducido a través de la capa limite es:

.
k= - kdx(g—y)yzo

Sumando todas las contribuciones energéticas, se obtiene la ecuacién integral para la conservacién
de la energia:

\dT \dT
Cpr Tpﬂ—l{Q udy}dx - cpr ‘ﬂix{Q uTdy} dx - kdx(%)yzo: 0
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Como fuera de la capa limite térmica la temperatura es T, s6lo se integrara hasta el limite, y= dr,

de la misma; por lo tanto:

\dT \dT
cprTFﬂ—l Qudy- cpr% Qquy- k(%)y:ozo

§
)y=0 = a(}—y)yzo

d
T X7 K T
L Te- Hudy = —— (=
T Q( F- T) udy pr(ﬂy
que es la ecuacion integral de la energia de la capa limite laminar para el caso de un flujo de baja veloci-
dad, en la que dx se comporta como un intervalo y es independiente de dy.

Si se utiliza un perfil de velocidades de tercer grado, de la forma:

u _3y 1Y
Vo'zd'Z(d)

y una distribucion de temperaturas:

T-Tp|: _ T-T|:+T|:-Tp|: 3 T-Te +1—§
- T2

Te- Tpr Tr- TpF © Te- Toe

y
dt (x)

y )2

21
2 dt (x)

en la que se han tenido en cuenta las condiciones:

12T

i
'|'y:0;T:TpF;—2:0
Para: | E]YF
1 y=dr ; T=T; 1L =0
{ y T F 1y
se obtiene:
dr

Ty - d AT 3 Y L1 Yy 3Y 1 Yys g0
a(q)y0= (Toe-Te) Vo g ) (1- 3 - + 3 (g)°H3 g - (% oy

2
_ d , 3 d3 3 d7
=(Te-Tor) Vo 55 (20 9~ 280 @@

. 0T _ 3k .
Teniendo en cuenta que: ( W) y=0= ( Te- TpF) 2dy resulta:

3a _,, d 3 d 3 di
2d; W0 dx (20 3 - 280 @)

Llamando x = dTT se tiene:

3a _ d 3 o 3 .4
2ed_vod_x{d(2_ox - 280X)}

. d
En la ecuacién de Pohlhausen se demuestra que: x = TT = (Pr)”3
El valor de Pr es del orden de la unidad para la mayor parte de los gases ( 0,6 < Pr < 1) mientras que
para la mayor parte de los liquidos varia en un campo muy grande, con valores elevados para los acei-
tes muy viscosos y bajas temperaturas, y valores muy bajos para los metales liquidos; en consecuen-
cia, cuando:

dr

T<<1 ; X<<1 b x%<<x?
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resulta:

3V de dx
20 X +2xdgy)

_ d 3 2
> % d =Vo gx (dog x9) =

10a 4 - x3ddd+ 2 x2d2dx = | d?= 21,58 RX b ddd= 10,79 ndx | _

Vo Vo N
10,79 nd
— v3 ) n ax 2 nX
=X — —Vo + 2x2158 x Vo dx
34 22% _13a _ _ 13
X"+ AXX dx 14 n 14 (Pr)
‘6 . w3 -3/4 10 _ 374 0,92678
La solucién general es: Xx° = CX + 1079 Pr - Cx =
La solucién exacta es: x3= Cx3/4+ —3_ - cx3/4 092857
14 Pr Pr
y con la condicién:
13 ¥Xi
-y - g7 \3 ) _ 15
X = Xij ’ ( ) p 0 5 C— 14 Pr
resulta, Fig XI.8:
Xi \3/4
_0ere 11
x=097 Pr
por lo que:
3Kk 3k
hQ(: 3 K = 2 :‘d: 4’64)( = 2 =
2 dT 1 - (X_i)3/4 Rex 1 - (X_i)3/4
y X 464 x 3 ”
0,976 d 0,976
3k YPr [Re, ¥Pr JReyx

= :0332k

2 X X - ’
0,976 x 4,64 3‘/1 - (7')3/4 ,/ )3/4
hoo X 0,332 YPr [Re,
= =

3 1- (XTi)SM

NUX =

De haber considerado la ecuacién de tercer grado de partida, se habria obtenido:

0,323 ¥Pr [Rey

31 _ (%)3/4

NUX =

X .
Haciendo (TI = 0) se obtiene la ecuacién de Pohlhausen:

Nu, = 0,332 JRe, Prl/3

Teniendo en cuenta que:
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0976 di 0,976 d X
X = =1, dy= Z—— = 4534 —2—
3/Pr d T 3[Pr Re, 3/Pr

el coeficiente medio de transmisién de calor por conveccién i ¢ en el intervalo (0 £ x £ L) a lo largo de la

superficie plana es:

1 Xt 5 0,664 k fRe, Pr1/3
he=1 Q, hodx = 2 hey fk= = 5 (exacto)
RES 0,646 k fRe, Prs3
he= % Q— hocdx = 2 hey A= = 5 L (ecuacion de tercer grado)
=0

El calor transmitido desde la placa, de anchura unidad, al fluido, es:
Q=L hc(Tye-Tg)

Si se considera existen dos zonas longitudinales sobre la placa, perfectamente diferenciadas, una sin

aporte de calor, Fig X1.8, resulta, teniendo en cuenta que: DT = Tye- T

X<x;; Q=0

—_—

K
Para: { X > X1 ; Q= 0,323 ~F pr1/3 [Re, —DT
i X 31 _(X_1)3/4
X

Para una zona de la placa comprendida en el intervalo (x1 < x < X») a la que se aplica un flujo de calor

Q, Fig XI1.9, se tiene:

—— Capa limite térmica
Capa limite hidrodinamica

Pr<i o

‘ X
%/ Tor =T / I Tor = T ToF
X |

1
‘«No hay transferencia de calor—+<+———Si hay transferencia de calor

Fig XI.8- Capa limite térmica e hidrodinamica superpuestas

Te

Te

Tr

X AX ‘

X2
Fig XI.9 - Placa con una capa limite laminar y dos capas limite térmicas
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K )
Q=0,323 =5 Pri/3 fRe, ( DT + DT )

3,1_(X_X1)3/4 31_(X72)3/4

observandose que el flujo de calor en la region (X1 > X») es (-) lo cual significa que en la citada seccion la
pared reabsorbe parte del calor comunicado a la capa limite en la region (X1 <x < X») .

RELACION ENTRE Cy y hcy EN FLUJO LAMINAR SOBRE PLACA PLANA.- A partir de la expresién

exacta de Blasius para el coeficiente de arrastre local Cy a lo largo de una placa plana:

C, _ 0332

2~ [Rey

en la que se ha supuesto que para el espesor d de la capa limite el gradiente de presiones es cero y las

propiedades del fluido constantes, y del nimero de Nu local para el flujo laminar, (Pohlhausen):
Nu, = 0,332 JRe, Prt/3

y como el ntimero de Stanton local Sty es:

oo Mo My 0332 _ 0332C &
*“rcpVo T PrRey T pr28 fRe,  Pr2/3,2,0332 2pr23
C

TX:StXPrZ/3 : Pr >0,5

que se conoce como analogia de Reynolds-Colburn que relaciona el coeficiente de arrastre local Cx con el
numero de Stanton St, para flujo laminar a lo largo de una placa plana.

Como es mucho mas facil hacer medidas de la fuerza de arrastre que de la transferencia de calor,
para el caso de valores medios se puede poner:

Cw _ 2/3 = he 2/3
T_St Pr —mPr

en la que Cy, es el coeficiente de arrastre medio y St el nimero de Stanton medio.
Teniendo en cuenta lo anterior, la fuerza de arrastre F, queda en la forma:

r(La)C, V¢ r(La)hcV@ he
a= 2 T T e, V% :(La)qvo

XI.6.- CAPA LIMITE TURBULENTA PARA PLACA PLANA

No existe una teoria exacta que permita estudiar la capa limite turbulenta; sin embargo si existen
modelos empiricos que han permitido la obtencién de soluciones numéricas de las ecuaciones de la capa
limite. El reparto de velocidades para la placa plana es aproximadamente logaritmico, habiéndose obtenido al

efecto los siguientes resultados experimentales:
u y

Para: 10°< Re < 107 vo = Vg o com: m= 7, F=
0

~j©
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El valor de t( de la forma:
1,3
to=r X {QU(Vo- u) dy}

se puede aplicar también al régimen turbulento, por cuanto en su demostracién no se ha fijado la forma
de la distribucion de velocidades en la capa limite, por lo que la distribucién de velocidades ( u/ Vp) puede

ser, para placa plana, de la forma:

y para flujo turbulento por el interior de tuberias, (Nikuradse):

u
Vrréx

Y
R

En estas circunstancias Blasius dedujo experimentalmente que:

to=0,0288r V24 dln , con, 5.105< Re < 107
0

Siguiendo el mismo método que para el calculo de la capa limite laminar:

2 dd

to=r V3 o {Qv(l-—)dy}—rvo ﬂX{Q‘f(l ‘F)dy}——rvod—x

Igualando las expresiones en t:

7 zdd_ , n
ﬁrvo d_X = 00228rV0 dVo

4d dd = 0, 234 4/\,1 dx :  d¥%= 0,292 4/\/—” x g - 3;76
0 0 e

en donde se ha supuesto que la capa limite es turbulenta en el total de la longitud de la placa L de forma

que para: X =0,d=0.

El esfuerzo cortante 7y es:

to=0,0228 r V¢ 4/dLV = 0,0228 r V¢ \ — 375 x = 0,029 1 V@ 8-
0 Vo —— = 0

0 3Re,

La fuerza de arrastre F, por unidad de anchura de la placa es:

rv@L 0,0576 0, 072 =)
Fa= to dx = 0,036 . Cy= = . Cy= = =
a” Q 0 5/Re | X" 5/Rey >[Re . %I’VOZL

ecuaciones validas en el intervalo en que lo es la ecuacién de Blasius.

Para el nimero de Re critico: Rec=5.105, se tiene:
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0,072

5,[ReL

0,072 1700

5,ReL . Re,_

Cw=

Xc
- 0,00334 T @

Para valores del nimero de Re comprendidos en el intervalo: 5.105 < Rey < 109, resulta:

0,455

Cup =
b (IogloReL)2’58

El coeficiente de arrastre, que es exacto para toda la placa, y que incluye las zonas laminar y turbu-
lenta, se determina mediante las expresiones:

1,328 Rec 1/5 Rec
Cy= — =— + 0,074 Re 1-(5—=)%% ; Re_> 107
VT [Rec ReL L - (g )T L
1,328 Re 2 Re 2
C, , 328 c 0,523 c, 0,523 Re, < 107

- JRec ReL T TnZ(0,06 Re,) ReL’ TnZ(0,06 Rec) °

XI.7.- DESPRENDIMIENTO DE LA CAPA LIMITE

Cuando el gradiente de presiones se mantiene nulo a lo largo de la placa plana, la capa limite se
desarrolla alo largo de la misma, independientemente de su longitud. Pero si el gradiente de presiones es

adverso, la presién aumenta en el sentido de la corriente y el espesor de la capa limite crece rapidamente.

-m"/m/v“/7/"””" ) \
T
T

T s Linea de separac
Capa limite T
\ H 7 ; 2 C C Zona de depresion
Perfil A '

Fig XI.10.- Desprendimiento de la capa limite

Por otro lado, el gradiente de presiéon adverso junto con el esfuerzo cortante en la pared, hacen que
disminuya la cantidad de movimiento dentro de la capa limite y, si ambos actian a lo largo de una
distancia suficiente, el fluido de la capa limite se ira frenando hasta alcanzar el reposo; en este instante,
la linea de corriente que coincide con la pared se aleja de la superficie a partir del punto de separacion,
conociéndose este fenémeno como desprendimiento de la capa limite.

El fené6meno se acenttia cuando el perfil es un conducto divergente; el flujo en las proximidades del
contorno se va frenando continuamente hasta alcanzar el punto A de la Fig XI.10, en el que la velocidad
se hace cero. La forma del contorno puede exigir una disminucién mayor de la velocidad, cosa imposible,
por lo que el fluido se separara de él, produciéndose al mismo tiempo un contraflujo originado por el gra-
diente de presiones adverso, es decir, aguas abajo del punto de desprendimiento se origina una zona de
bajas presiones, que provocan la aparicién de una fuerza depresiva dirigida en el sentido de la corriente,

denominada Resistencia de forma, por depender hasta cierto punto de la geometria del perfil.
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Tabla X1.2.- Coeficiente de arrastre Cy de algunos perfiles inmersos en una corriente fluida de velocidad Vg

2
— Cwr Vg Arronta

Fa >
a) Placa plana paralela a la corriente
Vo
L . 1,33
Régimen laminar: ==
eg Cw Re
Re<10’b C,=29% . Re>107p C,=_ 04>
TRe {logio Re}2:58
b) Placa plana perpendicular a la corriente, Re > 103
[
d
= . Ld | 1 5 10 | 20 | 30 ¥
— Co | 218 | 12 | 13 | 15 | 16 | 195
d) Esfera

e) Hemisferio hueco

Vo

10*<Re<10® p C,=0,34

f) Cono de 60°

Vo

Re=105 ; C,=0,50

Re<1l b Cy=24VRe
103 <Re< 3x10° b C,=0,47
Re>3x10° b C,=0,20

v
D
./ 10*<Re<105 p C,=1,42

g) Semicilindro

%%

104<Re<106 ; Cy=0,42 104 <Re< 106 ; Cy=117

h) Cilindro normal a la corriente
8p
Re<0,2 ; Cy=
Re{22-1gi0Re
= { g10Re}
1083 < Re< 105 Re>5x105
— L/id| 1 5 10| 20| 30| ¥ L/d| 5 ¥
Voo Cw|0,63 08(083/ 093 1 |12 Cw| 0,35 1,6

i) Prisma
[]
O

Re=35x104 ; Cy=2

Vo,
104<Re<105; C,=1,6
Jj) Cubo k) Paracaidas (Baja porosidad),
. ’ v i;
Vo |
Vol
Re=105 ; Cy=1,07 Re=105; C,=0,81 Re=105 ; Cy=1.2
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I) Cilindros elipticos

Relacion 1/1

Relacion 2/1

Relacion 4/1

Relacion 8/1
m) Cilindro triangular

KR l 120°; Re>10.000 ; Gw=1,7-

Vo

> .

Vo

)

Régimen laminar, C,, = 1,20

D

Régimen laminar, C,, = 0,60

Régimen turbulento, C,, = 0,30

Régimen turbulento, C,, = 0,20

—

Régimen laminar, C,, = 0,35

Régimen laminar, Cy, = 0,25

Yo 30° : Re>100.000 : Gw= 1,00

n) Cilindro de seccion lenticular

[

o) Elipsoide

»D> 60°; Re>10.000 ; Gw=1,72

—

Régimen turbulento, Cy, = 0,15

S ——

Régimen turbulento, Cy, = 0,10

120°; Re>10.000 ; Cv=2,0

Yo, <Q 60°: Re>10.000 : Gw=1,39
Vo, 30° : Re>100.000 : Gw= 1,8
Re> 103
L/d 0,5 1 2 4 8
Cw 1,15 0,9 0,85 0,87 0,99

Relacion L/d = 0,75
Relacion L/d = 1,00
Relacion L/d = 2,00
Relacion L/d = 4,00
Relacion L/d = 8,00

Régimen laminar, Cy, = 0,50
Régimen laminar, Cy, = 0,47
Régimen laminar, Cy, = 0,27
Régimen laminar, Cy, = 0,25
Régimen laminar, Cy, = 0,20
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Régimen turbulento, Cy, = 0,20
Régimen turbulento, Cyy, = 0,20
Régimen turbulento, Cy, = 0,13
Régimen turbulento, Cy, = 0,1

Régimen turbulento, Cy, = 0,08



